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数字图像的小波算法及快速小波变换

刘胜璞 ,刘振安
(中国科学技术大学自动化系 ,安徽 合肥 230027)

摘要 :小波变换是近几年来兴起的一种新的变换方法 ,主要特点是通过变换能够充分突出问题某些方面的特征 ,因此 ,小波

变换在许多领域都得到了成功的应用 ,特别是其离散数字算法在图像分析领域取得了重大突破。但是 ,小波变换的算法一

般相对来说比较复杂 ,而其处理速度往往也成为制约其发展的瓶颈。该文从小波变换的基础出发 ,给出了一种针对数字图

像的小波矩阵算法 ,并实现了快速小波变换的算法和流程 ,为实际应用编程提供了有效的理论依据。
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Wavelet Algorithm of Digital Image and Fast Wavelet Transform

LIU Sheng - pu ,LIU Zhen - an
(The Dept. Automation of the University of Science and Technology , Hefei Anhui 230027 ,China)

ABSTRACT :The Wavelet Transform is a kind of new transform method developing recently , its key feature is to stand out

some aspects of object sufficiently through transformation. So the wavelet transform has got successful application in many ar2
eas , especially its discrete digital arithmetic gained great achievement in the area of image analysis. But the arithmetic of the

wavelet transform is often relatively complex and the processing speed usually becomes the bottleneck which restricts its

progress. On the basis of the wavelet transform , the article gave out a wavelet matrix algorithm aiming at digital image , and

realized the arithmetic and the process of fast wavelet transform. So it provided an effective theory basis for practical applica2
tion programme.

KEYWORDS:Wavelet transform ; Rectangular multi - resolution analysis ; Wavelet construction ; Digital image ; Fast

wavelet transform

1　正交多分辨分析与小波构造
小波是函数空间 L2 ( R) 中满足下述条件的一个函数或

者信号Ψ( x)

CΨ =∫R 3
| Ψ(ω) | 2

| ω|
dω < ∞

这里 , R 3 = R - { 0} 表示非零实数全体。Ψ( x) 也称为

小波母函数。称如下形式的函数

Ψ( a , b) ( x) =
1

| a |
Ψ(

x - b
a

)

为由小波母函数Ψ( x) 生成的依赖于参数 ( a , b) 的连续

小波函数 ,简称小波。

对于任意的函数或者信号 f ( x) ,其小波变换定义为

Wf ( a , b) =∫Rf ( t) �Ψ( a , b) ( x) dx

反变换 :

f ( x) =
1
CΨ∫∫R×R

3 Wf ( a , b)Ψ( a , b) ( x)
dadb
a2

设{ Vj ; j ∈ Z} 是 L2 ( R) 上的一列闭子空间 , <( x) 是

L2 ( R) 中的一个函数 ,如果他们具有如下性质 :

①单调性 :Vj < Vj +1 , Π j ∈ Z

②唯一性 : ∩
j∈Z

Vj = {0}

③凑密性 : ∪
j∈Z

Vj = L2 ( R)

④伸缩性 : f ( x) ∈Vj Ζ f (2 x) ∈Vj+1 　Π j ∈ Z

⑤可构造性 :{ <( x - n) ; n ∈ Z} 构成子空间 V0的标准

正交基。

那么称{ { Vj ; j ∈ Z} , <( x) }是 L2 ( R) 上的一个正交多分

辨分析。

对 Π j ∈ Z ,定义如下的子空间 Wj ,使得 Wj ⊥Vj , Vj+1 =

Wj © Vj ,则子空间{ Wj ; j ∈ Z} 具有如下性质 :

① Π j ≠ l , Wj ⊥Wl ;

② L2 ( R) = ©
l∈Z

Wl ;
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③ Π j ∈ Z , g ( x) ∈Wj Ζ g (2 x) ∈Wj +1

因 <( x) ∈V0 Α V1 ,且 V1有标准正交基{ 2 <(2 x - n) ;

n ∈ Z} 所以存在唯一的系数序列{ hn ; n ∈ Z} ∈L2 ( Z) ,使

得 :

<( x) = 2∑
n∈Z

hn<(2 x - n) (尺度方程)

又因为小波函数Ψ( x) ∈V0 Α V1 ,所以存在序列{ gn ; n

∈ Z} ,使得

Ψ( X) = 2∑
n∈Z

gn<(2 x - n) (构造函数)

引入记号 : H(ω) =
1

2 ∑n∈Z

hne
- inω ,Γ(ω) =

1

2 ∑n∈Z

gne- inω ,

H(ω) ,Γ(ω) 分别称为低通和高通滤波器的频率响应 ,根据

尺度函数的性质可知 :

| H(ω) | 2 +| H(ω +π) | 2 = 1 , a. e.ω ∈ R

H(ω) �Γ(ω) + H(ω +π) �Γ(ω +π) = 0 , a. e.ω ∈ R

不难证明 ,当Γ(ω) = e- iω�H (ω+π) 时 ,Ψ( x) 成为正交

小波。此时 ,小波的时域形式 :

Ψ( X) = 2∑
n∈Z

( - 1) n- 1 �h1 - n<(2 x - n)

频域形式 :

Ψ(ω) = e - iw/ 2 �H (π+ω/ 2) <(ω)

2　数字图像的小波算法
利用正交多分辨分析以及尺度方程和小波方程的系数 ,

根据二维离散数字信号 (图像) 的小波变换的递推算法 ,即矩

阵金字塔算法或矩阵Mallat算法 ,为小波变换的应用编程提

供一种代数形式的程序结构。

在二维信号中 ,尺度方程和小波方程可以统一写成如下

形式 :

Q
( l) ( x , y) = ∑

( m , n) ∈Z×Z

h
( l) ( m , n) Q

(0)
1 , m , n ( x , y) , l = 0 ,1 ,2 ,3

其中小波函数定义如下 :

Q
(0) ( x , y) = <( x) <( y) , Q

(1) ( x , y) = <( x)Ψ( y)

Q
(2) ( x , y) = Ψ( x) <( y) , Q

(3) ( x , y) = Ψ( x)Ψ( y)

对任意的 ( m , n) ∈ Z ×Z ,有 :

h (0) ( m , n) = hmhn , h (1) ( m , n) = hmgn

h (2) ( m , n) = gmhn , h (3) ( m , n) = gmgn

对于二维函数空间上的图像 f ( x , y) ,它在子空间Λ( p)
j

上 的 投 影 可 以 写 成 正 交 级 数 : f
( p)
j ( x , y) =

∑
( m , n) ∈Z×Z

d
( p)
j , m , nQ

( p)
j , m , n ( x , y)

其中 : d
( p)
j , m , n =∫R×R

f ( x , y) �Q ( p)
j , m , n ( x , y) dxdy

p = 0 ,1 ,2 ,3⋯

假设数字图像是矩阵 D (0)
j +1 = ( d (0)

j +1 , m , n) 2 N×2 N ,而且无论

是水平方向还是垂直方向都是按周期 2 N的方式理解为周期

循环的无限延拓。为了简单起见 ,引入如下一些记号 :

D
( l)
j = ( d

( l)
j , m , n) N ×N , l = 0 ,1 ,2 ,3

根据构造正交小波的充要条件可以得到 :

H =

�h0 �h1 ⋯ �hM- 2 �hM - 1 0 ⋯ 0

0 0 �h0 ⋯ �hM - 2 �hM - 1 0 ⋯

…

�h2 ⋯ �hM- 1 0 ⋯ 0 �h0 �h1 N×2 N

Γ =

�g0 �g1 ⋯ �h2 - M �h3 - M ⋯ �g - 2 �g - 1

�g - 2 ⋯ �g1 0 ⋯ �g2 - M ⋯ �g - 3

…

0 ⋯ 0 �g2 - M �g3 - M ⋯ �g0 �g1 N×2 N

T =
H

Γ 2 N×2 N

这样 ,就能得到数字图像金字塔算法非常简洁的形式 ,分解

算法是 :

D (0)
j D (1)

j

D (2)
j D (3)

j

=
HD (0)

j +1 Hτ HD (0)
j+1Γ
τ

ΓD (0)
j+1 Hτ ΓD (0)

j+1Γ
τ

=
H

Γ
D (0)

j +1 ( Hτ　Γτ) = TD (0)
j+1 Tτ

合成算法是 :

D
(0)
j+1 = ( H3 　Γ3 )

D (0)
j D (1)

j

D (2)
j D (3)

j

�H
�Γ

= H3 D (0)
j �H + H3 D (0)

j �Γ +Γ3 D (0)
j �H +Γ3 D (0)

j �Γ

这就是数字图像小波变换的矩阵算法形式。

3　快速小波变换
先来考虑一维小波变换的快速算法 ,对于算子

Tf ( x) =∫R K( x , y) f ( y) dy

假定算子核 K( x , y) 和变换基元函数 f ( y) 都是紧支的 ,

支集分别是[0 , A ;0 , A ]和[0 , A ]

将区间[0 , A ]等分成间隔为Δ = A/ N的N等份 ,引入记

号 :

xj = j·Δ　j = 0 ,1 ,2 , ⋯, N

yj = j·Δ　j = 0 ,1 ,2 , ⋯N

则积分算子离散化为 :

Tf ( xi) = ∑
N

j =0

K( xi , yj) f ( yj)Δ　i = 0 ,1 ,2 , ⋯, N

虽然 Haar小波下的算法简单明了 ,但由于 Haar小波本

身的局限 ,导致算子的核函数 K( x , y) 在 Haar小波下的分解

—411—

© 1995-2006 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



系数α( i , I , I’) 在偏离对角线 I = I′时 ,趋向零的速度不够快 ,

解决这个问题有两种方法 :

1) 要求紧支正交小波 Ψ( t) 有较好的光滑性 ,它保证

ψ̂(ω) 有较好的局部性 ,这会导致小波的支集长度增加。

2) 根据 Daubechies论述 ,小波Ψ( t) 的消失矩的阶数越

高 ,它的频域局部性越好 ,所以要求小波具有高阶数的消失

矩 ,是实现快速算法的另一途径。

定义原信号 f ( x) 的采样是 s (0)
k , k = 1 ,2 , ⋯N ( N = 2Ê) ,

根据尺度方程和小波方程 ,小波分解的递推公式可以写成 :

s ( j)
k = ∑

2M

n =1

hns
( j - 1)
n+2 k - 2 , d ( j)

k = ∑
2M

n =1

gns
j - 1
n+2 k - 2

k = 1 ,2 , ⋯,2m - j , j = 1 ,2 , ⋯, m

相应的合成公式为 :

s ( j - 1)
2 n = ∑

M

k =1

h2 ks
( j)
n- k +1 + ∑

M

k =1

g2 kd ( j)
n- k +1

s
( j - 1)
2 n- 1 = ∑

M

k =1

h2 k - 1 s
( j)
n- k +1 + ∑

M

k =1

g2 k - 1 d
( j)
n- k +1

其中 j = m , m - 1 , ⋯,1　n = 1 ,2 , ⋯,2m - j - 1

从而可以得到信号的两种等价表达式 :

f ( t) = ∑
2m- j

k =1

s
( j)
k 2

m - j
2 Φ(2m - jt - k + 1)

+ ∑
2m - j

k =1

d ( j)
k 2

m - j
2 Ψ(2m - jt - k + 1)

f ( t) = ∑
2m - j+1

l =1

s ( j - 1)
l 2

m - j +1
2 Φ(2m - j+1 t - l + 1)

接着来考虑二维紧支小波的快速算法。二维紧支正交小

波基由三组函数生成 :Ψ( x)Ψ( y) ,Ψ( x) <( y) , <( x)Ψ( y) ,

变量 x , y的伸缩尺度取为相同Δ = 2 - j。记号 :

Ψ( j)
1 , k , k
′( x , y) = 2 - jΨ(2 - jx - k + 1)Ψ(2- jy - k′+ 1)

Ψ( j)
2 , k , k
′( x , y) = 2 - jΨ(2 - jx - k + 1) <(2- jy - k′+ 1)

Ψ( j)
3 , k , k
′( x , y) = 2 - j<(2 - jx - k + 1)Ψ(2- jy - k′+ 1)

Ψ( j)
4 , k , k
′( x , y) = 2 - j<(2 - jx - k + 1) <(2 - jy - k′+ 1)

对于二维函数 K( x , y) ,其小波系数定义为 :

α( j)
i , k , k
′ =∫∫R2 K( x , y)Ψ( j)

( i , k , k
′
) ( x , y) dxdy

它对应的小波级数为 :

K( x , y) = ∑
3

i =1
∑

( i , k , k
′)

αj
i , k , k
′Ψj

i , k , k
′( x , y)

引入系数记号 :

G(1 , k , k′) = gkgk
′, G(2 , k , k′) = gkhk

′

G(3 , k , k′) = hkgk
′, G(4 , k , k′) = hkhk

′

把 K( x , y) 的离散化取值记为 :

α(0)
4 , k , k
′　k , k′= 1 ,2 , ⋯,2Ê( N = 2m)

分别对 k , k′利用前述递推公式 ,得到 :

α( j)
( i , k , k
′
) = ∑

2m - j+1

l1 , l2 =1

G( i , l1 , l2)α( j - 1)
(4 , l

1
+2 k - 2 , l

2
+2 k
′

- 2)

定义Γ( i , j) = (α( j)
( i , k , k
′
) ) 2

m - j×2 m- j其中 : i = 1 ,2 ,3 ,4 ; j = 1 ,

2 , ⋯, m ,以及维数为 (2m - 1 + 2m - 2 + ⋯+ 1) ×2 = (2m - 1) ×

2的矩阵Γ从而可以得到小波变换的快速算法及流程 :

1) 将线性积分算子 T和相应的积分核 K转化成 (2 m - 1)

×2维的正方矩阵 ;

2) 对任何信号或函数 f ( x) ,由采样 s
(0)
1 , s

(0)
2 , ⋯, s

(0)
N 利

用小波分解公式产生向量 �f = ( d (1)
1 , ⋯, d (1)

N/ 2 ; s (1)
1 , ⋯, s (1)

N/ 2 ;

d ( m)
1 ; s ( m)

1 )τ

3) 由矩阵乘法得到向量 �F =Γ·�f ,它的分量形式如下 :

�F = ( D
(1)
1 , ⋯, D

(1)
N/ 2 ; S

(1)
1 , ⋯, S

(1)
N/ 2 ; D

( m)
1 ; S

( m)
1 )τ

4) 定义 d
( j)
n = D

( j)
n , s

( j)
n = S

( j)
n , n = 1 ,2 , ⋯,2 m - j ; j = 1 ,

2 , ⋯, m ,由小波合成算法递推得到 S (0)
n , n = 1 ,2 , ⋯, N = 2m

这就是小波算子映射得离散数值。

4　算法实现与结论分析
一维Mallat算法可总结为下式 :

J 层小波快速分解算法 J 层小波快速重构算法

j = 0 j = J

while ( j > J) while ( j < 0)

{ f
( p)
j = f

( p)
j - 1 3 �H { f

( p)
j - 1 = f

( p)
j 3 H

　d
( p)
j = f

( p)
j - 1 3 �G 　+ d

( p)
j 3 G

　j = j + 1 ; 　j = j - 1 ;

　} 　}

原图与处理结果如图 1、图 2所示。

图 1　原图 　　　　　　图 2　结果图

根据快速傅立叶变换的理论知 ,这种快速小波变换的运

算量级数和 Haar小波的一样 ,同为 O ( N) ,但是 ,这里的实际

计算量比 Haar小波的要小。基本原因是矩阵Γi
j 的近似对角

线化程度更好一些 ,即当 k ≠k′时 ,α( j)
i , k , k
′快速变小甚至变成

零。

在实现步骤 3) 时 ,为了加快处理速度 ,对于充分小的

α( j)
i , k , k
′直接置零 ,这就可以大量减少计算量。
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仿真了 ,得到误差信号如图 13所示。该信号的小波分解图见

图 14。可以看出 ,BP神经网络可以很好地模拟该仿真实例中

的简单线性系统。同时 ,在 matlab中结合神经网络和小波分

析能够很好地对系统故障进行检测。

图 12　多尺度下的 Wr ( s , t)图

图 13　误差信号图

图 14　误差信号的小波分解图

4　总结
从仿真 3. 1、3. 2的故障诊断过程 ,可以得出以下结论 :

①小波变换的方法可很好地检测出系统发生故障的时刻 ,而

且对系统的要求不高。②仿真结果证明 ,BP神经网络可以

很好地完成系统故障诊断任务 ,而不管系统输入信号的突变

是由何原因引起 ,但在故障诊断前 ,必须对诊断模型中的神

经网络模块进行很好的训练 ,这是故障诊断成功的关键 ,尤

其对于复杂的非线性传感器系统。③matlab是个功能强大的

工程计算软件 ,它自带的 simulink工具箱可以很方便地进行

一般系统的建模和仿真 ,而且可以将各种信号处理方法很容

易地结合起来 ,这可以提高传感器故障检测的效率和精确

度。
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